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 要  旨 
近年、精度保証付き数値計算と力学系を組み合わせた研究が盛んに行われており、今までに、
力学系の理論による局所的な解析と精度保証による大域的な計算を組み合わせることで、常微
分方程式系により記述される連続力学系のホモクリニック軌道やヘテロクリニック軌道の存在
検証などが成されてきた。これは考えている平衡点𝑥∗の近傍に精度保証を用いて Lyapunov 関
数を構成し、それを利用し不安定多様体と安定多様体が一致することを示すことにより達成さ
れる。ここで、ホモクリニック軌道とは時刻∞および−∞で同一の平衡点𝑥∗へと収束する軌道の
ことであり、ヘテロクリニック軌道とは時刻∞ではある平衡点𝑥1
∗へ、時刻−∞では異なる平衡点
𝑥2
∗へと収束する軌道である。また、安定多様体とは平衡点𝑥∗の安定多様体とは時刻∞で平衡点
𝑥∗に至る点による集合、平衡点𝑥∗の不安定多様体とは時刻−∞で平衡点𝑥∗に至る点の集合であ
る。今までに行われたホモクリニック軌道、ヘテロクリニック軌道の存在検証は 3 次元以下の
問題に対して行われた場合がほとんどであり、理論も 3次元以下に限定したものであった。 
そこで、本論文では 4 次元以上の連続力学系に対しても適用可能なヘテロクリニック軌道、
ホモクリニック軌道の存在検証のための精度保証法の開発に向けて、その理論の整備を行うこ
とを目的とする。具体的には自励系常微分方程式系により記述されるn次元力学系の平衡点𝑥∗に
おける不安定多様体の捕捉を行う精度保証付き数値計算法の提案を行う。これには平衡点近傍
における Lyapunov 関数の構成や Brouwer の一致点定理などを利用する。前述の通りホモク
リニック軌道やヘテロクリニック軌道の存在検証において、不安定多様体の捕捉は不可欠であ
り、本手法はホモクリニック軌道やヘテロクリニック軌道の存在検証において重要な役割を果
たすと考えられる。また、4 次元連続力学系に対して実際に本手法を適用することにより、そ
の有用性を確かめた。 
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1 はじめに
精度保証付き数値計算とは、計算と同時に誤差評価も行う数値計算法であり、計算結果
の正しさが数学的に保証されるという特徴を持っている。この厳密さから純粋数学への応
用もなされてきた。特に近年では、力学系と呼ばれる分野での応用が盛んに行われてい
る。力学系の理論による局所的な解析と、精度保証による大域的な解析の相性の良さなど
がその理由であり、例えば、ホモクリニック軌道やヘテロクリニック軌道、周期解の存在
証明などが精度保証付き数値計算を援用して行われている。
ホモ・ヘテロクリニック軌道に対する精度保証については、[5],[11]などが挙げられ、ま
た周期解に対する精度保証法については [6]が挙げられる。
しかし、ホモ・ヘテロクリニック軌道に対する精度保証について、特に [5]は R3以下
の系に対してのみ適用される手法であり、数学的な厳密性をやや書いたような記述もみら
れるので、手法の一般化、精緻化が必要である。
そこで、本論文では、[5]の手法の一般次元の力学系の問題への拡張、数学的な精緻化
に向けて、特に不安定多様体を捕捉する精度保証法の一般化・精緻化について論じる。
第 2章では本研究で用いる精度保証の技法について簡単に記述する。
第 3章では平衡点近傍における力学系解析の初歩的事項について記述する。
第 4章ではホモ・ヘテロクリニック軌道の存在検証について、その精度保証法の構成の
方針について記述する。ただし、ここで示す方法はあくまでプロットだということを注意
しておく。
第 5章では不安定多様体の捕捉に関する数学的論証について記述する。
第 6章では本論文の手法を用いて行った数値例を記述する。
第 7章ではまとめと今後の課題を記述する。
2 精度保証付き数値計算
精度保証付き数値計算とは、打切り誤差や丸め誤差といった計算上に現れる誤差を厳密
に扱うことにより数学的に正確な解を得ることを目的とした数値計算法である。
本研究では、この精度保証付き数値計算を利用し、連続力学系における不安定多様体の
捕捉を行う。そこで、第 2章では精度保証付き数値計算の基礎的な事項を [1],[2]に基づき
紹介する。
2.1 区間と区間演算
通常、計算機で使用されている浮動小数点数では有限桁の数しか扱えないので実数をそ
のまま扱うことは出来ない。そこで、精度保証付き数値計算では区間と呼ばれる実数の閉
集合で数を表すことが多い。
実数の区間 [a,b]とは次のような R上の閉集合である。
[a; b] = fxjaxbg (2.1)
実数の代わりにこのような区間を用いて計算をすることで、真の解が包含されるような
区間を得るのが精度保証付き数値計算の基本的な考え方である。区間の表現の仕方とし
ては、上限・下限で表す方法と、中心・半径で表す方法の二種類がある。上限・下限形式
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の上限、下限と中心・半径形式の中心、半径はいずれも浮動小数点数である。二つの区間
X = [x; x]; Y = [y; y]の間の演算は、それぞれの区間に含まれる任意の実数同士の演算結
果をすべて包含する最小の有界閉区間として定義される。この区間同士の演算を区間演算
と呼ぶ。四則演算については以下のようになる。
X + Y = [x+ y; x+ y]
X   Y = [x  y; x  y]
X  Y = [x; y]
x = minfxy; xy; xy; xyg
y = maxfxy; xy; xy; xyg
X=Y = [x; x]  [1=y; 1=y];　 0 62 Y
演算結果の上限・下限が浮動小数点数にならない場合は、上限の場合は上向きに、下限
の場合は下向きに丸めた結果の浮動小数点数を上限・下限とする。
また、区間演算では分配則が成り立たず、次の半分配則しか成り立たないことに注意が
必要である。すなわち区間A,区間または実数 B,Cについて、
A  (B + C)  A B +A  C (2.2)
は成り立つが、逆向きの包含は一般には成立しない。したがって区間演算においては同じ
変数 (区間)はできるだけくくって計算したほうが区間の拡大を抑えられる。また、区間
演算では
X  X 6= [0; 0]
X=X 6= [1; 1]
であることにも注意が必要である。また、区間を成分として持つベクトル、行列をそれぞ
れ区間ベクトル、区間行列と呼び、それらの間の演算は通常の場合と同様であるが成分が
区間であるものとする。
このように区間を用いて計算を進めることで最終的に解を含む区間を得られるが、区間
演算をそのまま適用したのでは過大評価により区間幅が拡大し過ぎてしまう場合があり、
その原因は大きく分けて二つある。
一つは Dependency Problemと呼ばれるもので、数式の表現によって区間拡大が起き
てしまう現象である。これは区間に関して分配則が成立しないことに起因する区間拡大で
あり、特に区間値に関する非線形関数で起こりやすい。この軽減には平均値形式と呼ばれ
る方法やそのバリエーションがよく用いられる。
もう一つはWrapping Eect(W.E.)と呼ばれる現象である。これは区間ベクトルと行
列との積により区間ベクトルが歪み・回転作用を受けてしまい、その計算結果を区間とし
て包含するときに生じる区間拡大である。一般に大きなW.E.は歪み作用ではなく回転作
用により引き起こされることが多い。この区間拡大は行列ベクトル積の繰り返しにより指
数関数的に増加していくので、精度保証においては行列ベクトル積の計算は注意が必要で
ある。軽減方法としては、行列ベクトル積を計算し得られるベクトルにまた行列をかけ
る、といった計算を繰り返す場合は先に行列と行列の積を計算していき最後にベクトルを
かけることでW.E.を一回で抑える方法などがある。
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2.2 平均値形式
区間を [u]と書き、[u]について関数 gの値域 g([u]) = fg(u)ju 2 [u]g を包含する区間を
[g([u])]と書く。このような区間のひとつとして次式の右辺で得られるものが考えられる。
g([u])  g(u^) + [g0([u])]([u]  u^); u^ 2 [u] (2.3)
u^は [u]に属する任意の点とすることができるが、通常はその中心値を取る。この右辺
を g([u])のu^における平均値形式という。
また、区間ベクトル [u]、ベクトル値関数 gに対しても同様に平均値形式を考えること
が出来る。
2.3 Brouwerの不動点定理 [1]
有限次元空間において不動点の存在及び存在範囲を保証する定理であり、定理の内容は
以下のようである。
Brouwerの不動点定理 
集合としfをf : 
→
の連続写像としたときにfは不動点を持つ。すなわち、f(x) =
xとなる x 2 
が存在する 
2.4 Schauderの不動点定理 [1]
不動点の存在を示す定理であり、定理の内容は次のようである。
Schauderの不動点定理 
M をBanach空間Xの空でない有界凸閉集合とし、T : M →M がコンパクト作用素
であるとき、T はM に不動点を持つ。これを Schauderの不動点定理と呼ぶ。 
2.5 常微分方程式の精度保証
常微分方程式の特に初期値問題に関する精度保証法としては、Lohner法と呼ばれる手
法が広く知られている。これはTaylor展開や Schauderの不動点定理を用いた打切り誤差
の評価、平均値形式を用いたDependency Problemの軽減、QR分解による座標回転を用
いたW.E.の軽減などを組み合わせた手法である。詳細は [2]を参照されたい。
また、他には Lohner法と同じく Taylor展開法をベースにしているが、W.E.対策に
ane arithmeticと呼ばれる計算法を用いた手法 [3],[4]も存在する。
3 力学系
力学系とは、時間発展とともに状態が変化する系を記述する数学モデルである。時間
として離散量を考えるときその力学系を離散力学系、連続量を考えるとき連続力学系と
呼ぶ。
本論文では常微分方程式系により記述される連続力学系を扱うので、以下ではその基礎
的事項について [6],[10]に基づき簡単に記述する。
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3.1 連続力学系とその平衡点
以下では自励系常微分方程式系
dx
dt
= f(x); x;f 2 Rn; t 2 R (3.1)
により記述される連続力学系について考える。自励系とは右辺に時間 tが陽に含まれない
ことを意味する。また、自励系においては異なる初期点から出発した解軌道が互いに交わ
らないという特徴がある。点 xを初期点とする解軌道を '(t;x)と表記する。
連続力学系において右辺 f(x)の零点 xを考える。この時
dx
dt
= 0
であるから、この点のことを平衡点と呼ぶ。
また、
lim
t!1'(t;x) = x
 (3.2)
lim
t! 1'(t;x) = x
 (3.3)
となる初期点 xの集合はともに多様体を成すことが知られており、それぞれ (3.2)を安定
多様体、(3.3)を不安定多様体と呼ぶ。
3.2 平衡点の安定性
次に平衡点の安定性について説明する。
1. 8に対して 9が存在し
jjx  xjj <  ) jj'(t;x)  xjj < ; 8t > 0
が成り立つとき、平衡点 xは安定であるという。また、安定でない平衡点は不安
定であるという。
2. 平衡点 xが安定であって、さらに
jjx  xjj <  ) lim
t!1 jj'(t;x)  x
jj = 0
が成り立つとき、平衡点 xは漸近安定であるという。
線形の力学系、つまり行列A 2 Rnnを用いて
dx
dt
= Ax
と表される場合について考える。線形系については、平衡点の安定性に関して以下のこと
が知られている。
1. Aのすべての固有値 について
Re()  0
ならば xは安定である。
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2. Aのすべての固有値 について
Re() < 0
ならば xは漸近安定である。
3. Aの固有値のうち
Re() > 0
となるものがあれば xは不安定である。
次に非線形系の平衡点の安定性について考える。これは平衡点における線形化方程式を考
えることで判別することができる。
(3.1)における右辺fの平衡点xにおける Jacobi行列をDf = @f
@x

x=x
と表し、Df
における線形化方程式
dy
dt
= Dfy; y 2 Rn; Df 2 Rnn (3.4)
を考える。このとき、以下のことが成立する。
1. 線形系 (3.4)の平衡点 yが漸近安定であれば、非線形系 (3.1)の平衡点xも漸近安
定である。
2. 線形系 (3.4)の平衡点 yが不安定であれば、非線形系 (3.1)の平衡点xも不安定で
ある。
線形系 (3:4)の平衡点 yが安定であっても、行列Df の固有値に実部 0のものが含まれ
る場合、元の系 (3.1)の平衡点 xの安定性については判別することが出来ない。
Jacobi行列Dfの固有値の実部に 0が含まれないとき、平衡点 xを双曲型平衡点と
呼ぶ。Jacobi行列Dfの固有値の実部に 0が含まれるとき、平衡点 xを非双曲型平衡
点と呼ぶ。
また、双曲型平衡点においてその Jacobi行列が実部正の固有値と実部負の固有値を共
に持つならその平衡点をサドルと呼ぶ。サドルについて以下が成り立つ。
Jacobi行列Dfの固有値のうち、実部正の固有値の数を u個、実部負の固有値の数を
s個とすると、その間には s+ u = nの関係がある。なお、本論文では双曲型の平衡点の
みを扱う。
3.3 Lyapunov関数
平衡点周辺における解析において有効な道具として Lyapunov関数と呼ばれるものがあ
る。これは一般には構成するのが困難であるといわれているが、精度保証を援用すること
で局所的な Lyapunov関数を構成することが出来る。以下では、Lyapunov関数の定義と
その構成法について [13],[6]に基づき記述する。
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定義 1. 領域DL  Rnを定義域とする連続微分可能な関数 L : DL ! Rが次の条件
L(x) = 0;
dL(x)
dt
< 0; 8x 2 DLnfxg
を満たすとき、関数Lを Lyapunov関数と呼ぶ。ただし、平衡点xは x 2 DLであると
する。
通常の Lyapunov関数では漸近安定の平衡点しか扱わないので上述の条件にさらに
L(x) > 0 2 DLnfxg
という条件を課すが、ここではこの条件を排除することによりサドルに対しても利用でき
る Lyapunov関数を考える。
3.3.1 Lyapunov関数の構成法
双曲型平衡点の近傍では以下のように Lyapunov関数を構成することが出来る。
1. (3.1)の右辺 f の平衡点における Jacobi行列Dfを対角化する。対角化出来ないと
きは Jordan標準形を用いることで同様の議論を行うことができる [20]。ここでは簡
単のため f が対角化できるとする。すなわち、を固有値 1; 2; : : : ; mを並べた
対角行列、X を対応する固有ベクトルを並べてできる行列として、
 = X 1DfX
とする。
2. 行列 Iを i1; i2; : : : ; imが対角成分である対角行列とする。ただし、ikは
ik =
(
1; if Re(k) < 0
 1; if Re(k) > 0
; k = 1; 2; : : : ;m
と定める。平衡点を双曲型と仮定したのでRe(k) = 0とはならない。
3. 実対称行列 Y を
Y^ = X HIX 1
Y = Re(Y^ )
と算定する。ただし、X H は行列X の共役転置の逆行列である。
4. 次の二次形式を Lyapunov関数の候補として定める。
L(w) = (x  x)TY (x  x)
Yが数値的に対称でなければ
Y :=
Y + Y T
2
もしくは Yji := Yij
などとして対称性を確保する。
以上の計算に関しては通常の浮動小数点演算による近似計算で行えば良いことを注意して
おく。
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3.3.2 Lyapunov関数の妥当性
上記の方法で構成した Lyapunov関数 L(x)が平衡点を含む領域で Lyapunov関数の要
件を満たすための十分条件を導き、さらに双曲型平衡点の十分小さな近傍ではこの要件を
満たしていることを示す。
解軌道 x(t)に沿って Lyapunov関数 L(t)を時刻 tで微分すると
dL
dt
= f(x)TY (x  x) + (x  x)TY f(x) (3.5)
となる。ここで、
g(s) = f(x + s(x  x)); s 2 [0; 1]
を考える。gの sによる微分
dg
ds
= Df(x + s(x  x))(x  x)
と f(x) = 0となることを用いると、
f(x) =
Z 1
0
Df(x + s(x  x))ds(x  x)
が得られる。ただし、Df(x)は f はxに関する Jacobi行列である。これを用いると (3.5)
は実二次形式
dL
dt
= (x  x)
Z 1
0
(Df(x + s(x  x))TY + Y Df(x + s(x  x)))ds(x  x)
により表される。
今、z = x + (x  x)とおき実対称行列A(z)を
A(z) = Df(z)TY + Y Df(z)
により定める。xと xを結ぶ線分上の任意の点 zについてA(z)が負定値であれば xに
対して
dL
dt
< 0
となる。
以上より、平衡点 xを満たす星形領域DLにおいては、任意の z 2 DLに対してA(z)
が負定値であることがL(x)がDLで Lyapunov関数となるための十分条件となる。次に、
z が平衡点 x の近傍にある時の負定値性を示す。A(z)の固有値の z に関する連続性か
ら、A(x)の負定値性を示せばよい。
一般にエルミート行列H の二次形式は実数値をとり、特に実ベクトル zについては
zTHz = zTRe(H)z
が成立することに注意すると、A(x)の代わりにエルミート行列
A = (Df)H Y^ + Y^ (Df)
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の負定値性を調べればよいことになる。Y^ の定義より、
A = (Df)HX HIX 1 +X HIX 1Df
= (X 1)HIX 1 +X HIX 1
= X H(HI + I)X 1
= X H(2Re()I)X 1
=  2X H jRe()jX 1
となる。ここで、jRe()jは行列Re()の各成分の絶対値を取った行列を表す。
以上より、Aは負定値のエルミート行列であり、xの十分近傍では、
d
dt
L(x) < 0; x 6= x
となる。一方、
d
dt
L(x) = 0
であるから、この L(x)は平衡点 xの十分近傍で Lyapunov関数の要件を満たすことが
わかる。
3.3.3 Lyapunov関数の定義域の検証
構成した Lyapunov関数の定義域の検証法について説明する。
平衡点 xに関する星形領域DLを取り、この領域に対して Lyapunov関数の要件を満
たすかを確認する。領域DLを平衡点に比較的近い領域DL1とそれ以外の領域DL2に分
け、さらにそれらを適当な小領域に分割する。そのそれぞれに対して次の検証条件の成立
を確認する。
Stage1.領域DL1の検証
DL1を分割した各小領域を区間ベクトル [x]で包含し、さらに A([x])の負定値性を以
下の手順により検証する。
1. [x]の中心ベクトルをxとする。行列A(x)を浮動小数点演算で算定し、その対角化
を近似的に行う。すなわち、
 = X 1A(x)X
となる行列X を浮動小数点演算により算定する。
2. 精度保証によって区間行列X 1A([x])X を算定し、その成分を [a]ij とおく。
3. この区間行列にGershgorinの定理を適用する。すなわち、各 i = 1; : : : ; nについて
[a]ii +
X
j 6=j
j[a]ij j < 0
を精度保証で検証する。
10
Stage2. 領域DL2の検証
d
dt
L(x) = f(x)TY (x  x) + (x  x)TY f(x)
が負となることを各小区間において区間演算で直接確認する。
以上により領域DLが Lyapunov関数が定義できることが検証できる。この領域DLを
Lyapunov領域と呼ぶ。また、以上の手順において、分割した小領域が平衡点 xを含ま
なくても良いことを注意しておく [6]
3.3.4 実対称行列 Y の妥当性
Lyapunov関数の構成において実対称行列 Y は近似計算により決定されるものである
ので、その正、および負の固有値の個数がそれぞれDfの実部負、実部正の固有値の個
数と一致するかは自明ではない。
ゆえにここで、Lyapunov関数の要件 dLdt < 0が成立しているとき、これらが満たされ
ることを示す。以下では、簡単のために x = 0を仮定する。
まず、行列 Y が零固有値を持たないことを示す。これは Y の正則性と同値なのでこれ
を示せばよい。
今、Y が正則でないと仮定すると 0でないベクトル x 2 Rn が存在して Y x = 0とな
る。このとき
dL
dt
(x) = fT (x)Y x+ xTY f(x)
= fT (x)Y x+ (Y x)Tf(x)
= 0
となり、
dL
dt
(x) < 0; x 6= 0
に矛盾する。これより Y は正則行列である。
次に Y の正負の固有値の数について議論する。
Dfの固有値ののうち、実部正のものが u個、実部負のものが s個あるとする。ただ
し、s+ u = nであり、また sは安定多様体の次元と、uは不安定多様体の次元とそれぞ
れ一致する。
ここで、Y の固有値のうち正のものが s0個、負のものが u0個であるとする。Y の正則
性より s0 + u0 = nである。また次のような定義を行う。
v1; : : : ;vs0 : Y の正の固有値に対する固有ベクトル
u1; : : : ;uu0 : Y の負の固有値に対する固有ベクトル
v1; : : : ;v

s : Df
の実部負の固有値に対する固有ベクトル
u1; : : : ;u

u : Df
の実部正の固有値に対する固有ベクトル
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Y は実対称行列であるから v1; : : : ;vs0 および u1; : : : ;uu0 は互いに直交するように選ぶこ
とが出来る。ここで、安定多様体定理 [10]よりu1; : : : ;uuは平衡点 xにおける不安定多
様体の接ベクトルである。また、やはり安定多様体定理から xの十分小さな近傍では連
続写像  : Ru ! Rsが存在して、不安定多様体上の点 zに対して
z =
sX
j=1
yjv

j +
uX
j=1
xju

j
と表したとき、
(y1; : : : ; ys) =  (x1; : : : ; xu)
の関係が成立する。このとき、z = (x1; : : : ; xu; y1; : : : ; ys)と表すことにする。zは Lya-
punov領域内にあるので、z 6= 0ならば
dL
dt
('(t; z))

t=0
< 0
また、zは不安定多様体上の点であるから
lim
t! 1L('(t; z)) = 0
となる。したがって L(z) < 0である。同様の議論を安定多様体上の点 z^ 6= 0に対して行
えば L(z^) > 0を得る。すなわち
zTY z
zTz
< 0 <
z^TY z^
z^T z^
となるので、実対称行列に対する Rayleigh商の議論より、Y は少なくとも 1つの正の固
有値および負の固有値を持つことがわかる。したがって u0  1; s0  1である。
ここで、u0 < uを仮定する。このとき任意の uj ; (j = 1; : : : ; u0)に対し、
uTj (1u

1 + : : :+ uu

u) = 0
となる同時に 0とならない 1; : : : ; uを取ることができる。そこで、
u =
uX
j=1
ju

j
とおけば、fv1; : : : ; vs0gと fu1; : : : ; uu0gの直交性から、uは fv1; : : : ;vs0gのみで張られ
る空間に属する。よって、
u =
s0X
k=1
ckvk
12
となる。したがって、
L(u) = (u)TY u
=
s0X
j=1
cjv
T
j Y
s0X
k=1
ckvk
=
s0X
j;k=1
kcjckvjvk
=
s0X
j;k=1
kcjckjk
=
s0X
k=1
kc
2
k > 0
となる。ここに jkはKronecker deltaである。L(u)の値を l > 0とおく。
さて、適当に小さい正数 を選べば、不安定多様体上の点 zを
z = (1; : : : ; u; 1; : : : ; s);
(1; : : : ; s) =  (1; : : : ; u)
と表すことができる。さらに、uは不安定多様体の接ベクトルであるから、正数 を小
さく取ることで、
t =
qPs
j=1 
2
jqPu
j=1(j)
2
を任意に小さく取ることができる。このとき、vuut sX
j=1
2j = O(t)
である。そこで、
z = u + v
と書くとき、
jjvjj = O
0@vuut sX
j=1
2j
1A
= O(t)
となる。このとき、
L(z) = (z)TY z
= 2(u)TY u + (u)TY (v) + (v)TY (u) + (v)TY (v)
= 2l +O(2t) +O(2t2)
= 2l +O(2t)
= 2(l +O(t))
13
ここで、l > 0かつ tは任意に小さく取れるので、右辺> 0。しかし zは不安定多様体
上の点であるから左辺< 0となり矛盾。
以上より、u0  uでなければならない。同様にして s0  sも示すことができるので、
u0 + s0 = u+ sより、u0 = uかつ s = s0でなければならない。
4 ホモ・ヘテロクリニック軌道の捕捉手順について
以下では、[5]の方法を元に、一般次元の力学系についてそのホモクリニック軌道の存
在検証を行う精度保証法についてその手順を簡単に説明する。ただし、下記の方法は [5]
を一般次元の問題に拡張したらこのようになるであろう、という予想を含んでいることに
注意されたい。
常微分方程式系
dx
dt
= f(x;p); x;f 2 Rn; p 2 Rn  t 2 R (4.1)
により記述される連続力学系を考え、その系に対して
 双曲型の平衡点 xを持ち、それがサドルであること
 平衡点 xが 次元の安定多様体と n  次元の不安定多様体を持つこと
 平衡点における Jacobi行列Dfの固有値実部の符号がパラメータによって変化し
ないこと
を仮定する。この時、以下の手順によりホモクリニック軌道の存在検証を行うことが出
来る。
1. n  次元凸パラメータ領域Dpを設定する。パラメータの個数が n  である理由
は後述する。また、パラメータ選定の具体的な方法としては、(4.1)右辺 f(x)の係
数のうち、解に対する過敏性が強いものから選んでいくことが考えられる。
2. f(x)の平衡点 xの近傍で二次形式により記述される Lyapunov関数 L(x)を構成
する。このとき、Lyapunov関数の値が 0となる点の集合は n次元空間内で n   1
次の曲面を成す。
また、L+ = fxjL(x) > 0g; L  = fxjL(x) < 0gとおくと、安定多様体はL+上に、
不安定多様体は L 上に存在することになる。
3. 得られた Lyapunov関数L(x)の定義域である Lyapunov領域DLの検証を行う。こ
の検証はパラメータ p 2 Dpに対して行う。Lyapunov関数は一意性のあるものでは
ないため、パラメータ領域Dpが小さければ、Dp全体に対して同一の実対称行列 Y
による Lyapunov関数と Lyapunov領域を設定できることが期待される。
4. L  \DL1上に 次元の領域 を設定する。この領域はパラメータに依らない 次
元空間  上にあるものを設定する。
5. 上の不安定多様体の通過点 x0を含む区間 [X0]を精度保証を用いて確定する。こ
の際にBrouwerの一致点定理を利用する。この時、不安定多様体と は必ず一点で
交差し、かつパラメータについて連続であることが示せる。
14
6. t > 0に対し、軌道 '(t; [X0])を Lohner法などを用いて精度保証付きで計算し、こ
れが再び平衡点 xに近づき、ある T0 > 0で L+に含まれることを確認する。
7. '(T0; [X0])と xを内包する可縮領域Dhを考え、その境界 @Dhのうち L+に属す
る面でフローの流出がないことを確認する。すなわち、x 2 @Dhにおける外向き単
位法線ベクトルを n(x)としたときに、n(x)  f(x) < 0が任意の x 2 Dhで成立す
ることを確認する。
8. パラメータ領域Dpの境界 @Dpに属する pに対し、[X0]からLyapunov関数の 0レ
ベルセット L 1(0)までの軌道計算を行う。これを '(t; [X0];L 1(0))と表す。
9. n 次元超平面 を設定し、Rnから への射影をP とおく。集合[p2@DpfP '(t; [X0];L 1(0))g
が平衡点の射影 P xを囲っていることを確認する。
10. 上記の一連の手順をまとめて連続写像の合成による写像F : Rn  ! Rn  と考え、
F の写像度 degF を精度保証付きで計算する。degF 6= 0であれば Brouwerの一致
点定理により、ホモクリニック軌道の存在が証明される。
以上が検証手順である。ヘテロクリニック軌道の検証に関してもほぼ同様にして行うこと
が出来る。
本論文では、上記手順のうち 1～5までに焦点を絞り、その妥当性や数学的な証明など
を与える。
5 不安定多様体の捕捉手順
本章では、前章で示した手順 1～5にて用いる数学的概念を簡単に説明したのち、不安
定多様体の捕捉手順の妥当性や数学的論証を行っていく。
5.1 用いる概念や定理
本稿において用いる概念や定理の概説を以下では行う。なお、詳細については [7],[12]
を参照されたい。
 写像度
連続写像 f : S1 ! S1の写像度は以下のように定義される [7]。
以下では S1 を複素平面上の原点中心の単位円と同一視する。
t 2 R に対し
e(t) = exp(2it)
とおき、写像 f  e : R! S1 の定義域を [0; 1]に制限した写像を
f^ : [0; 1]! S1
とする。
15
補題 1 
x0 2 [0; 1] とする。
1. f^(x0) = e(t0) を満たす実数 t0 に対し、連続写像 ~f : [0; 1] ! R で、
e  ~f = f^ かつ ~f(x0) = t0 を満たすものが一意に存在する。
2. 連続写像 ~f; ~g : [0; 1]! Rがe ~f = e~g = f^ を満たせば、k = ~g(x0)  ~f(x0)
とおくと、k は整数で、全ての x 2 [0; 1] に対して ~g(x) = ~f(x) + k が成
り立つ。 
補題１より、 ~f(0) = t0 となる ~f がただ一つ存在する。
写像 f の写像度は ~f を用いて
deg f = ~f(1)  ~f(0)
として定義される。
この値は t0 の選び方によらず必ず同じ整数となる。
直感的には、「点 xが S1を一周するときに、その像 f(x)が S1を何週するかを符号
まで込めて数えた回数」が写像度である。写像度の精度保証による計算法について
は後述する。
 Brouwerの一致点定理
Bnを n次元球、その境界である n  1次元球面を Sn 1とする。F : Bn ! Bnを
連続写像とし、これを Sn 1に制限したものを FS とする。
FS(S
n 1)  Sn 1; deg(FS) 6= 0が満たされるとき、F と任意の連続写像G : Bn !
Bnは一致点を持つ。すなわち、x 2 Bnが存在し、F (x) = G(x)が成立する。
 ホモトピーと写像度
位相空間X から位相空間 Y への二つの連続写像 F; F 0 : X ! Y に対し、連続写像
Fh : X  [0; 1]! Y であって、
Fh(x; 0) = F (x); Fh(x; 1) = F
0(x); x 2 X
を満たすものが存在するとき、F と F 0はホモトピックまたはホモトープであると
いう。また、Fhを F から F 0へのホモトピーという。
連続写像 F; F 0 : S1 ! S1がホモトピックならばこの二つの写像の写像度は一致し、
degF = degF 0となる。
5.2 写像度の精度保証
本研究では、写像度を Brouwerの一致点定理を適用するために写像度の計算が必要と
なるので、以下では写像度の計算を行う精度保証法を二つ説明する。
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まず一つ目が、Interval Simplex定理 (IS定理)と呼ばれる定理である。これは、写像
度の値そのものを計算する手法ではなく、考えている写像の写像度が 1or 1であること
を精度保証により証明する定理である。
S1上の連続写像 f : S1 ! S1を考える。また、S1を複素平面上の原点中心の単位円と
同一視し、
e : R! S1
f^ = f  ej[0;1] : [0; 1]! S1
~f : [0; 1]! R
を写像度の定義に現れるものと同様に定める。このとき、IS定理は以下のようになる。
Interval Simplex定理 
0 < s1 < s2 < 1に対して
f^([0; s1]) = e  ~f([0; s1])  V1
f^([s1; s2]) = e  ~f([s1; s2])  V2
f^([s2; 1]) = e  ~f([s2; 1])  V3
となる V1; V2; V3  S1を算定し、これらに対し
V1 \ V2 \ V3 = ; (5.1)
を仮定する。
このとき degf = 1または degf =  1である。 
. (証明)
まず、
t0 = ~f(0);
t1 = ~f(s1);
t2 = ~f(s2)
と置く。また、写像度の定義より、degf = k 2 Zとすると
~f(1) = t0 + deg(f) = t0 + k
である。なお、
e(t0) = e(t0 + k)(= e  ~f(1))
であることに注意する。
さて、V1; V2; V3の定義から
e(t0) = f^(0) 2 V3 \ V1
e(t1) = f^(s1) 2 V1 \ V2
e(t2) = f^(s2) 2 V2 \ V3
e(t0 + k) = f^(1) 2 V3 \ V1
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であるので、
e(t0) 2 V2
e(t1) 2 V3
e(t2) 2 V1
e(t0 + k) 2 V2
のいずれかが成り立てば (5.1)に矛盾する。
まず、kの値によらず t0; t1; t2の大小関係は
t0  t1  t2 (5.2)
または
t2  t1  t0 (5.3)
のどちらかとなることが示せる。
例えば t1  t0  t2を考えると
e(t0) 2 e([t1; t2]) = e  ~f([s1; s2])  V2
であり、e(t0) 2 V2となり (5.1)に矛盾する。
他の 4通り、すなわち
t0  t2  t1;
t1  t0  t2;
t1  t2  t0;
t2  t0  t1
についても同様に矛盾が示せる。
次に k = 0の場合を考える。この時、
e(t0) = e  ~f(1)
であるから、(5.2)の場合
e(t1) 2 e([t0; t2]) = e  ~f([s2; 1])  V3
となり、(5.3)の場合
e(t1) 2 e([t2; t0]) = e  ~f([s2; 1])  V3
となり、どちらも (5.1)に矛盾する。ここまでで degf 6= 0が示された。
次に k  1の場合を考える。(5.3)の成立を仮定すると、t2  t1  t0 < t0+kとなり、
e(t1) 2 e([t2; t0 + k]) = e  ~f([s2; 1])  V3
となる。よって、(5.1)に矛盾するから、k  1のとき、(5.3)は成立しない。
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さらに、t1; t2; t0 + kとの大小関係について、t0  t1  t0 + k  t2とすると、
e(t0 + k) 2 e([t1; t2]) = e  ~f([s1; s2])  V2
であり、t0  t0 + k  t1  t2とすると
e(t1) 2 e([t0 + k; t2]) = ~f(s2; 1)  V3
であり、それぞれ (5.1)に矛盾する。よって、k  1のとき、(5.1)に矛盾しないのは
t0  t1  t2  t0 + k
だけである。
ここで、k  2とする。これまでの議論より、
t0  t1  t2  t0 + 1 < t+k
以外の場合は (5.1)に矛盾することが導かれている。
この場合も t0 + 1  t1 + 1  t0 + kであることに注意すると
e(t1) = e(t1 + 1) 2 e([t2; t0 + k]) = e  ~f([s2; 1)]  V3
となり、(5.1)に矛盾する。よって、k  1のとき、(5.1)に矛盾しないのは k = 1のとき
だけである。
以上の議論が k   1についても成り立つ。これより (5.1)が成立するとき、
degf = 1
であることが示された。
次に、二つ目の方法 [12]について説明する。これは、写像度の値そのものを計算する精
度保証法である。ただし、この方法は考えている写像に微分可能性まで仮定する必要があ
ることを注意しておく。
R2 3 (cos 2t; sin 2t) 7! (x(t); y(t)) 2 R2; t 2 [0; 1]を考える。x(t); y(t)は微分可能と
する。
ここで、(x; y) 2 S1とするとこれは S1 ! S1の連続写像である。さらに、'を原点中
心のラプラス方程式の基本解
' =   1
4
log (x2 + y2)
とする。この時写像度 dは
d =  
Z
C
r'  nds
で与えられる。ここに C は (x(t); y(t))によって動く曲線であり、nは進行方向に対して
時計回りに 90度の方向を向いた単位法線ベクトル、dsは線要素である。
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さて、
r' =   1
2
 
x
y
!
; n =
1p
(x0)2 + (y0)2
 
y0
x0
!
; ds =
p
(x0)2 + (y0)2dt
と変換すると写像度は
d =
1
2
Z 1
0
xy0   yx0
x2 + y2
dt
と表せる。この積分を実行するため
0 = t0; t1; : : : ; tn = 1
と分点を取り、積分区間を細分化して計算を行う。[ti; ti+1]毎に以下の二つの場合に分け
て考える。
(1)[ti; ti+1]で x(t)が 0にならない場合
di =
1
2
Z ti+1
ti
xy0   yx0
x2 + y2
dt =
1
2
Z ti+1
ti
y
x
0 1
1 + (y=x)
dt
これは、u = yx と積分変換し
di =
1
2
Z ti+1
ti
1
1 + u
du
dt
dt =
1
2
Z ui+1
ui
1
1 + u
du
と計算していることに相当する。
ここで、[ti; ti+1]で uが単調でない場合、すなわち 9t^ 2 [ti; ti+1] s:t: ui  ui+1  u^の
時の計算を確認しておく。
被積分関数の原始関数を V とすると
di =
1
2
Z ui+1
ui
1
1 + u
du =
1
2
Z u^
ui
1
1 + u
du+
1
2
Z ui+1
u^
1
1 + u
du
=
1
2
(V (ui+1)  V (u^) + V (u^)  V (ui))
=
1
2
(V (ui+1)  V (ui))
よって、uの単調性には関係なく、ti; ti+1における関数値が分かれば積分計算が実行でき
ることがわかる。
以上より
di =
1
2
Z ti+1
ti
xy0   yx0
x2 + y2
dt =
1
2
Z ti+1
ti
y
x
0 1
1 + (y=x)
dt
=
1
2

arctan
y(ti+1)
x(ti+1)
  arctany(ti)
x(ti)

と計算できる。
(2)[ti; ti+1]で y(t)が 0にならない場合
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先ほどと同様の議論により
di =
1
2
Z ti+1
ti
(xy0   yx0)
x2 + y2
dt =   1
2
Z ti+1
ti

x
y
0 1
1 + (x=y)2
dt
=   1
2

arctan
x(ti+1)
y(ti+1)
  arctanx(ti)
y(ti)

と計算できる。
もし、この二つのどちらにも当てはまらなかった場合、すなわち
9t; s 2 [ti; ti+1] s:t: x(t) = 0 ^ y(s) = 0
の場合はさらに細分化して計算する。
各 diを区間演算により計算し、その総和
[d] =
n 1X
i=0
[di]
もまた区間演算により計算する。
最終的に得られた区間値 [d]に含まれる整数値がただ一つであればそれが精度保証付き
の写像度である。
以上が精度保証により S1 上の写像の写像度を計算する方法である。二つ目の手法の
計算において、x(t); y(t)の微分を用いていないことより、稠密性の議論を用いることで、
x(t); y(t)が微分可能でない場合においても本手法は適用できると考えられる。
もし、Sn (n  2)の写像度の計算が必要な時は、Aberthの手法 [8]を用いることが考
えられる。ただし、この手法も二つ目の手法と同様、写像に連続性だけでなく微分可能性
まで仮定することに注意が必要である。
5.3 パラメータの設定
以下では、検証に用いるパラメータの個数を n  個とした理由を示す。
まず、不安定多様体の次元がn であり、L 1(0)の次元がn 1であるのでその共通部
分の次元は n   1となる。また、パラメータを動かした際の不安定多様体と Lyapunov
関数の 0レベルセットL 1(0)の共通部分の変化を記述するパラメータが一つ必要となる。
これらより、共通部分の次元とその変化のパラメータを合わせた n      1 + 1 = n   
だけパラメータの個数が必要となる。
5.4 の定め方について
領域 は L  \DL1上の 次元部分空間であり、パラメータにより平衡点や Lyapunov
関数が変化しない場合は適切に定めることにより不安定多様体上の点が少なくとも一点は
必ず存在するように設定することが出来る。
ここで、[5]においてどのように を定めていたかを簡単に確認しておく。
[5]においては扱う問題を
dx
dt
= f(x); x;f 2 R3
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のように三次元のものに限定していた。また、平衡点 xが 1次元の安定多様体と 2次元
の不安定多様体を持つことを仮定してる。
以上の問題設定のとき、平衡点x近傍の Lyapunov関数の 0レベルセットL 1(0)は三
次元の錐体を成す。よって、下図のように錐体面をつなぐ線分を とすると、と不安定
多様体は必ず共通点を持つことがわかる。
図 1: 3次元における と不安定多様体との位置関係
以上が [5]における の定め方であった。しかし、この方法は図形的直感に頼った定め
方であり、より高次元の問題に対応することは困難である。そこで、図形的直感に頼らな
い方法を考える。そのために、まず Lyapunov関数の 0レベルセットがどのような形をし
ているかを考えることにする。
Lyapunov関数
L(x) = (x  x)TY (x  x)
を構成する実対称行列 Y の固有値を
1; 2; : : : ; n (1  2  : : :   > 0 > +1  : : :  n)
として、各 iに対応する固有ベクトルを viとする。すなわち、
Y vi = ivi; (1  i  n)
である。このとき、
X = (v1 v2 : : : vn); =
0BBBBBBB@
1
2 0
. . .
. . .
0 n
1CCCCCCCA
とおくと
 = X 1Y X
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である。ここで、Y は実対称行列であるから、X は直交行列、すなわち
X 1 = XT
に取ることができる。
fv1;v2; : : : ;vngが Rnの直交基底を成すことから、8x 2 Rnについて
x =
nX
i=1
civi = Xc; ci 2 R; c 2 Rn
と書くことができる。ここで、cは fv1;v2; : : : ;vngを基底とする座標系における座標で
ある。これを c座標と呼ぶ。
これを Lyapunov関数に代入すると、
L(x) = (x  x)TY (x  x)
= (Xc Xc)TY (Xc Xc)
= (c  c)TXTY X(c  c)
= (c  c)T(c  c)
=
nX
i=1
i(ci   ci )2
となる。ただし、x = Xcである。
これより、
L(x) = 0,
nX
i=1
i(ci   ci )2 = 0
,
X
i=1
i(ci   ci )2 =
nX
i=+1
 i(ci   ci )2
であるから、 2 R+に対し集合Es(); Eu()を
Es() =
(
(c1; : : : c)
T 2 R j
X
i=1
i(ci   ci )2 = 2
)
Eu() =
(
(c+1; : : : cn)
T 2 Rn  j
nX
i=+1
 i(ci   ci )2 = 2
)
と定義すると、Lyapunov関数の 0レベルセットは
L 1(0) =
[
2R+
fc 2 Rnj(c1; : : : ; c)T 2 Es() ^ (c+1; : : : ; cn)T 2 Eu()g [ f0g
と表現できる。ここで、
R+ = fx 2 Rjx > 0g
である。これは c座標を用いると、Lyapunov関数の 0レベルセットが二つの楕円の直積
の和集合として表されることを示している。
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同様に Lyapunov関数値が負である領域 L については、
L(x) < 0,
nX
i=1
i(ci   ci )2 < 0
,
X
i=1
i(ci   ci )2 <
nX
i=+1
 i(ci   ci )2
であるから、集合Eins ()を
Eins () =
(
(c1; : : : ; c)
T 2 R j
X
i=1
i(ci   ci )2 < 2
)
と定義することにより、
L  =
[
2R+
fc 2 Rnj(c1; : : : ; c)T 2 Eins () ^ (c+1; : : : ; cn)T 2 Eu()g
と表現でき、Lyapunov関数値が正である領域 L+については、
Einu () =
(
(c+1; : : : ; cn)
T 2 Rn  j
nX
i=+1
 i(ci   ci )2 < 2
)
を用いて、
L+ =
[
2R+
fc 2 Rnj(c1; : : : ; c)T 2 Es() ^ (c+1; : : : ; cn)T 2 Einu ()g
と表現できる。
これらを用いて   L を以下のように定める。
~x 2 DL \ L を近似的なホモクリニック軌道上の点とすると
~x = X~c; ~c = (~c1; ~c2; : : : ; ~cn)
T 2 Rn
である。このとき、
L(~x) < 0,
nX
i=1
i(~ci   ci )2 < 0
,
X
i=1
i(~ci   ci )2 <
nX
i=+1
 i(~ci   ci )2
が成立する。
~2 =
nX
i=+1
 i(~ci   ci )2
とおき、を
 =

c 2 Rnjc+1 = ~c+1; : : : ; cn = ~cn; (c1; : : : ; c) 2 Eins (~)
	
と定義する。
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これはR3の場合は確かに錐体面をつなぐ 1次元楕円 (線分)となっており、また、より
高次元の場合でも、パラメータにより平衡点 xや Lyapunov関数が変化しない場合にお
いては境界でL 1(0)、内部でL となる 次元部分空間の領域になっていることより、[5]
で用いた の拡張になっていることが確認できる。
平衡点や Lyapunov関数がパラメータに依存している場合、すなわち x = x(p)や
Y = Y (p)となっている場合にも以下のように はパラメータに依存することなく定める。
ある p^ 2 Dpを固定し、p^に対応する平衡点、および Lyapunov関数を構成する行列 Y
をそれぞれ x^; Y^ とする。また、p^における近似ホモクリニック軌道上の点を x^とする。
上述の議論における Y および xの代わりに Y (p);x(p)を用いることで を
 = fx 2 RnjL(x)  0; xj = x^j ; j =  + 1; : : : ; ng
と定義する。
このとき 8p 2 Dp において  と不安定多様体が交点を持つことは自明ではないので、
交点の存在は精度保証を用いて確認することになる。
5.5 上における不安定多様体の捕捉
上の不安定多様体の捕捉とは、不安定多様体の における通過範囲を精度保証を用い
て同定することを意味する。[5]においては の定め方と同様に、この手順も視覚的直観
に頼った方法となっていた。まずはそれを振り返ることにする。
前述のように、[5]においては は Lyapunov関数の 0レベルセット  L 1(0)を繋ぐ線分
として定めた。この に対し、以下のような計算を行うことで、不安定多様体の通過領域
を限定した。
1. 線分 を適当な区間 [1]; [2]; : : : ; [n]に分割する。
2. 各区間毎に常微分方程式を時間逆向きに精度保証を用いて解き、その軌道を算定
する。
3. 軌道が Lyapunov関数の錐体内部 L+に入った区間を除外する。
4. 除外されずに残った区間を不安定多様が通過することになる
以上が 上の不安定多様体の通過領域X0の定め方となる。
以上の方法は、Lyapunov関数の 0レベルセット L 1(0)が三次元の錐体面を成すとい
う事実を利用している。
しかし、より高次元の場合にはもはや L 1(0)の形状がどのようになるか視覚的に把握
することができない。そこで、以下のような手順によりX0を求める。B0; B1を 次元単
位球、S0; S1をその境界とする。
1. 通常の浮動小数点演算により近似ホモクリニック軌道を計算し、近似ホモクリニッ
ク軌道上の点のうち、に属する点を ~xとする。
2. 上に半径 rの 次元球B(~x; r)を考える。
3. 0 : B0 ! B(~x; r)を同相写像とする。
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4. B(~x; r)の境界 @Bを適当な区間 [@B1]; [@B2]; : : : ; [@Bk]に分割する。
5. 各区間毎に常微分方程式を時間逆向きに L 1(0) まで計算する。軌道計算による
B(~x; r)と L 1(0)の対応を F1 : B(~x; r) ! L 1(0)とする。F1の像が L 1(0)に至
ることは後述する方法により確認する。
6. ある超平面  A  R を考え、射影 PA : Rn !  A を考える。( A; PA の定め方は
後述)
7. 中心 c、半径 の  次元球 B(c; )   Aを考える。ただし、平衡点の  Aへの射
影を y := PAx 2  Aとしたときに、y 2 B(c; )となるようにB(c; )を選ぶ。
連続写像 F2 :  A 3 PAF1(x) 7! y 2 B(c; )を定義する。この定め方も後述する。
8. 1 : B(c
; )! B1を同相写像とする。ただし、cをB1の中心に移すものとする。
9. 連続写像 F を0; F1; P A ; F2;1の合成として F = 1  F2  P A  F1 0により
定義する。その定義域を S0に制限した写像を FSとすると、FSは S 1上の連続写
像である。
10. 連続写像 FS に対して、FS(S0)  S1であることと写像度 degFS が degFS 6= 0であ
ることを精度保証により検証する。
以上が確認できればBrouwerの一致点定理により、F は平衡点 xの PAによる射影を像
とする定点写像Gと一致点を持つ。このことから
F2  PA  F1(x) = PAx
となる x0 2 B(~x; )が存在する。さらに後述する F2の定義から
PA  F1(x0) = PAx
が言え、PAの定義より
F1(x0) = x

であり、F1は解軌道に沿った写像であるから x0は不安定多様体上の点となる。また、不
安定多様体の通過領域X0は
X0 = B(~x; r)
となる。
以下では、F1の連続性や、P ; F2の定め方など、上の説明で詳細を省略した部分の説
明を行う。
5.5.1 F1の像が L 1(0)に至ることの確認
平衡点を含むある閉集合Dh  DL1を考える。この時、Dh \ L 内の任意の点 xを初
期点とする軌道 '( t;x); t > 0がL+に至るのであれば、L 1(0)\DLを通過するという
こと、言い換えると、Dh \L について L 1(0)以外からの軌道の流入がないことを確認
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する。これは F1の像が L 1(0)に至るための条件であり、ある条件のもとではこれが満
たされることを以下で示す。まずはDhを次のように構成する。
そのために、についての以下の補題を考える。
補題 2 
8c 2 について、x = Xcとした時、
 ~2  L(x)  0
である。 
. (証明)
まず、の定義より 8c 2 について  L(x)  0である。
次に、L(x) <  ~2を満たすある c 2 が存在することを仮定する。
このとき、
L(x) =
nX
i=1
i(ci   ci )2
=
X
i=1
i(ci   ci )2 +
nX
i=+1
i(ci   ci )2
=
X
i=1
i(ci   ci )2   ~2 <  ~2
であり、最終式より
X
i=1
i(ci   ci )2 < 0 (5.4)
を得る。
ここで、(左辺)  0であるから式 (5.4)を満たす実数 ci (i = 1; : : : ; )は存在しない。
よって、背理法により任意の c 2 について
 ~2  L(x)  0
であることが示された。
次に、~ < sを満たす sを一つ固定し、集合 Sを次のように定める。
S =

(c1; : : : ; cn) 2 Rnj(c1; : : : ; c) 2 Eins (s) ^ (c+1; : : : ; cn) 2 Eu(s)
	
また、~ < ^ < sを満たす ^を一つ固定し、集合Est; P を次のように定める。
Est =
(
(c1; : : : ; c) 2 R j^2 
X
i=1
i(ci   ci )2  2s
)
P = f(c1; : : : ; cn) 2 Rnj(c1; : : : ; c) 2 Est ^ (c+1; : : : ; cn) 2 Eu(s)g
これらを用いて、Dhを
(DL1 \ L 1( ^2)) [ P [ L+(s)
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を境界とする閉集合と定義する。
このDhに対して、以下の条件を仮定する。
条件* 
任意の x 2 @Dh \ L について
1. ある正数 があって、任意の  < t < 0について '(t;x) 2 Dh
2. ある負の時刻 t 1があって、'(t 1;x) 2 L+
のどちらかが成立する。 
この条件は @Dh \ L において軌道の流入が起きないことを意味している。
この時、以下の定理が成立する。
定理 1 
条件*が満たされているとき、8x 2 Dh \ L  を初期点とする解軌道上の点
'( T;x); T > 0 について、'( T;x) 2 L+ であるならば、ある 0 < T1 < T が
存在し '( T1;x) 2 L 1(0) \DLが成立する。 
. (証明)
まず、x 2 Dh \ L が不安定多様体上の点の場合を考える。このとき、8T > 0につい
て、'( T;x) =2 L+となることより、定理の仮定を満たさない。よって、不安定多様体上
の点の集合を U とすると
8x 2 (Dh \ L )nU
について考えれば良い。この集合をDとする。
D  DL1であることより、Lyapunov関数の性質と '( T;x) 2 L+から任意の x 2 D
に対してある T2(x); 0  T2(x) <1が存在し、
a. ('( T2(x);x) 2 L 1(0) \Dh) ^ ('( t;x) 2 Dh \ L ; 0  t < T2(x))
または
b. ('( T2(x);x) 2 @Dh \ L ) ^ ('( t;x) 2 Dh \ L ; 0  t < T2(x))
が成立する。
まず、a.が成立している場合を考える。
このとき、
T1 = T2
と取れば定理が成立する。
次に b.が成立している場合を考える。
このとき、条件*が成立することより @Dh \ L  での軌道の流入が起こらない。また、
Dh  DL1であることより、ある T1が存在し、
L('( T1; x)) = 0
が成立する。よってこの場合も定理が成立する。
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実際の検証においては、条件*の成立は精度保証により確認することになる。以下でそ
の手順を述べる。
1. Eu(s)を小区間Eu1; Eu2; : : :に分割する。
2. 各Euiに対してEstを小区間Est1; Est2; : : :に分割する。
3. 1,2により作成した各区間ベクトル [ci]に対してある負の時刻 t 1が存在し'(t 1; X[c]) 2
L+ \DL1が成立することを確認する。
検証しなかった @Dh \L の残りの領域については Lyapunov等位面により構成されてお
り、条件*の 1が満たされていることが理論的に確認できるので検証しなくてよいことに
注意しておく。
5.5.2 F1の連続性
Lyapunov関数の 0レベルセット L 1(0)までの時間逆向きの軌道計算である F1 は通
常の時刻による積分計算ではなく、Lyapunov Tracingと呼ばれる Lyapunov関数の値 L
による積分計算として行う。そこで、本節ではこの Lyapunov Tracingの連続性を示す。
Lyapunov Tracingによる対応関係を LT写像と呼ぶことにし、以下ではまずその定義を
述べる。
n次元連続力学系
dx
dt
= f(x)
の平衡点を x とし、その閉近傍 DL において Lyapunov関数 L(x) が定義されているも
のとする。
また、
Bs = DL \ L+;
bs = DL \ L 1(0)
とおく。bs は有界閉集合であることに注意する。
ここで、扱う力学系は Bs において bs 以外の境界では外向きの owを持たないと仮定
する。すなわち、
仮定 1 任意の x 2 Bs を始点とする解軌道 '(t;x) について
1. ある時刻 0 < T0 <1 が存在して、'(T0;x) 2 bs かつ、任意の 0  t < T0 に
対して '(t;x) 2 Bs
2. 任意の 0  t <1 に対して '(t;x) 2 Bs
のどちらかが成立する
とする。今の場合 Lyapunov関数が定義されているので、 2. から lim
t!1'(t;x) = x
 と
なることに注意する。
また特に bs \ @DL 上の点について次の仮定を措く。
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仮定 2 任意の x 2 bs \ @DL に対し、ある時刻 T1 > 0 が存在して、任意の 0 < t  T1 に
ついて '( t;x) 2 Bs.
この仮定と Lyapunov 関数の性質を合わせれば、任意の x 2 bs について 仮定 2 の内容
が成立することに注意する。
x 2 Bs に対し、
L0 = L(x)
と置く。定義から L0 > 0 である。x はまた x(L0) とも書かれる。これを初期点とする
解軌道上の点を x(t) = '(t;x) と書く。ここで x 2 Bs を固定すれば、 Lyapunov関数の
性質と 仮定 1 から、任意の 0 < Lt  L0 に対して Lt = L(x(t)) を満たす x(t) 2 Bs が
一意に定まる。そこで x(t) = x(Lt) などとも書くことにする。
LT写像 R : Bs 3 x 7! R(x) 2 bs は、次の広義積分によって定義される。
R(x) = x+ lim
Le!0
Z Le
L0
f(x(Lt))
dt
dL
dLt; (5.5)
where L0 = L(x):
ただし、Bs 上の任意の解軌道 x(t) に対し
dL
dt
=
d
dt
L(x(t)) < 0
であることに注意する。
さて、 0 < Le  L0 である限り、Le = L(x(te)) となる te > 0 が存在して
x(te) = x+
Z te
0
f(x(t))dt
= x(L0) +
Z Le
L0
f(x(Lt))
dt
dL
dLt (5.6)
= x(Le) 2 Bs
となる。 x = x(L0) がこの力学系の安定多様体上の点でなければ、仮定 1 の 1. の T0 に
よって
lim
Le!0
x(Le) = lim
te!T0
x(te) = x(T0)
となるので (5.6) の極限が存在し、R(x) = x(T0) 2 bs となる。x = x(L0) がこの力学系
の安定多様体上の点であっても、仮定 1 の 2. についての注意から
lim
Le!0
x(Le) = lim
t!1x(t) = x

であるので (5.6)の極限が存在し、x 2 bs と一致する。したがって、(5.5)によって R(x)
を定めれば、任意の x 2 Bs に対してその像が bs 上に確定することになる。
次に LT写像の連続性を示す。
定理 (5.5) で定義される LT写像 R(x) は Bsで連続である。
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証明
考えている力学系が Bs に安定多様体を持つものとし、この安定多様体を Ws  Bs と
書く。まず、BsnWs において R(x) が連続であることを示す（Bs が安定多様体を含まな
い場合にはこれで証明は終了である）。
x 2 BsnWs を取り、x から出発する軌道が bs に達する時刻を T0(x) と書けば、
R(x) = x+
Z T0(x)
0
f()d (5.7)
が成立する。T0(x) は x が Ws 上にないので有限値となる。
補題 T0(x) は BsnWs で連続である。
補題の証明 x;x0 2 BsnWs に対し、T0(x), T0(x0) をそれぞれ T0, T 00 と略記し、常微分方
程式の初期値に関する解の連続性を利用する。すなわち、
kx  x0k2 ! 0
のとき、
k'(T0;x)  '(T0;x0)k2 ! 0 (5.8)
かつ
k'(T 00;x)  '(T 00;x0)k2 ! 0 (5.9)
が成立することを用いる。
1. T0  T 00 のとき
このとき、仮定 1 より '(T0;x0) 2 Bs であり、L1 = L('(T0;x)0) と置けば L1  0
であって
'(T0;x
0)  '(T 00;x0) =
Z L1
0
f(x0(Lt))
dt
dL
dLt
と表せる。kx  x0k2 ! 0 のとき (5.8) から L1 ! 0 である。また x0 62Ws より上
式右辺の被積分関数は有界だから、これより '(T 00;x0)! '(T0;x0) が言える。さら
に自励系の解軌道が交差しないことから、これは T 00 ! T0 を意味する。
2. T 00  T0 のとき
このとき、仮定 1 より '(T 00;x) 2 Bs であり、L01 = L('(T 00;x)) と置けば L01  0
であって
'(T 00;x)  '(T0;x) =
Z L01
0
f(x(Lt))
dt
dL
dLt
と表せる。あとは 1.と同様の議論によって T 00 ! T0 が示される。
補題の証明終わり
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T0(x) の連続性から R(x) も BsnWs で連続であることが言える。したがって、LT写像
R(x) が Bs で連続であることを示すためには、x 2Ws における連続性を示せば良い。
さて、正数 L0 に対し、
X(L0) = fx 2 Bs jL(x) = L0g
を考える。力学系を記述する微分方程式が自励系であることから、軌道 '(t;x) は相異な
る x 2 X(L0) について交差しない。Lyapunov関数の性質からこれらは同一軌道上にな
いからである。したがって、R(x) を X(L0)nWs に限定した写像
R : Bs  X(L0)nWs ! bs
を考えれば、これは連続かつ単射である。さらに
b(L0) = fy 2 bs jy = R(x);x 2 X(L0)nWsg
とおけば、逆写像 R 1 : b(L0) ! X(L0) が存在してこれも連続となる（前述と同様の
議論を時間を逆向きにして行えば良い）。R の定義域を X(L0)nWs に限定した写像を
Rr(x;L0) などと書き、その逆写像を R 1r (y;L0) などと書くことにしよう。
x0 2 Bs を安定多様体 Ws 上に取り、 x = x0 での R(x) の連続性を示す。 以下では
L0 = L(x0) と置く。すなわち x0 2 X(L0) である。
さて、点列 x^1; x^2;    2 X(L0) として x0 に収束するものを任意に取る。ただし、
 ある K > 0 に対して 8k  K で x^k が安定多様体 Ws 上の点列となるようなも
のは除いて考える（このような点列は R による像が x に収束することは自明で
ある）。
 さらに点列から Ws に属する点を除去し、これを改めて fx^kg1k=1 と置く。
このように取り直しても連続性に関する議論には影響を与えない。
この点列に対し、y^i = R(x^i) 2 bs と定めれば、bs は有界閉集合だから、点列 y^1; y^2;   
は収束する部分列をもち、その極限 y^1 が bs の点として存在する。
今、y^1 6= x と仮定しよう。このとき y^1 2 bs であることと 仮定 2 についての注意
から、ある時刻 T1 > 0 が存在して、
~x1 = '( T1; y^1) 2 Bs;
0 < L(~x1) < L0
を満たす点 ~x1 を定めることができる。L1 = L(~x1) と置き、
X(L1) = fx 2 Bs jL(x) = L1g
を考えれば、前述と同様の議論によって連続写像 Rr(x;L1) が定義される。これは連続な
逆写像 R 1r (y;L1) を持ち、特に
~x1 = R 1r (y^1;L1) 2 X(L1)
が成り立つ。
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ここで、写像 R1 : X(L0)! X(L1) を
R1(x) = x+
Z L1
L0
f(x(L))
dt
dL
dL
によって定義する。 dtdL が常に有界なので（x 2 X(L0) が安定多様体上の点であるか否
かに関わらず）R1 は連続であること、また Rr(x;L0) = Rr(R1(x);L1) であることに注
意する。
さて、
~x0 = R1(x0);
~xk = R1(x^k); k = 1; 2;   
とおく。
 R1 の連続性から点列 f~xkg1k=1  X(L1) は ~x0 2 X(L1) に収束すること
 y^k = Rr(~xk;L1) 2 bs,
 ~x0 6= ~x1
に注意する。
今、~x1 を中心とする半径 " の閉球 B" を、B" が ~x0 を含まないように取る。すると、
あるK1 > 0 が存在して
~xk 62 B"; 8k  K1 (5.10)
とすることができる。
一方で、点列 fy^kg1k=K1  bs のうち y^1 に収束する部分列を fy^k0g1k0=K01 と置く。こ
の部分列は、fx^kg1k=K1  D0 に関する仮定から、安定多様体 Ws 上の点を含まない。こ
れより
~xk0 = R
 1
r (y^k0 ;L1); k
0  K 01  K1
と書け、さらに R 1r (y;L1)の連続性から ~xk0 は ~x1に収束する。したがって、~xk0 , k0  K1
の中に B" に含まれるものが必ず存在する。これは (5.10) に矛盾する。
以上より、fy^kg1k=1 の収束する部分列の収束先は全て x であることが示された。この
ことから R(x) は x = x0 で連続であることが証明される。
定理の証明終わり
以上の議論より LT写像の連続性が示されたので F2も連続となる。
5.5.3 を通過する不安定多様体上の点の一意性とパラメータに関する連続性について
と不安定多様体に交点が存在する場合、その交点が一点であることを以下により示す。
簡単のため、平衡点はx = 0 2 Rnであるとして、xは 次元の安定多様体と n 次
元の不安定多様体を持つものとする。今、xを含む領域DLで二次形式による Lyapunov
関数
L(x) = xTY x
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が定義され、凸領域DL1  DLにおいて条件
DfT (x)Y + Y Df(x) < 0 (負定値の意味)
が任意の x 2 DL1で成立しているとする。
このとき、以下の補題が成立する。
補題 3 
不安定多様体上の 2点 x1;x2 2 DL1に対して
y = x2   x1
とおけば、
L(y) < 0
である。 
(証明)
(1) 任意の解軌道 x1;x2が領域DL1の中にある限り、任意の t 2 Rに対し
dL
dt
(x2(t)  x1(t)) < 0
となることを示す。上式の左辺は Lの定義より
dL
dt
(x2(t)  x1(t)) = (f(x2)  f(x1))TY (x2   x1)
+ (x2   x1)TY (f(x2)  f(x1)) (5.11)
となる。ここで、凸性より点 x1(t)と x2(t)を結ぶ線分がDL1内に取れる。これに沿う積
分を用いて
f(x2)  f(x1) =
Z 1
0
Df(x1 + s(x2   x1))ds(x2   x1)
と表せる。ここで、x1x2を x1と x2を結ぶ線分とし、
Df(x1x2) = fDf(x)jx 2 x1x2g
とおく。このとき
Df(x1 + s(x2   x1)) 2 Df(x1x2); 0  8s  1
となることに注意すると上式右辺はDf(x1x2)(x2   x1)に含まれることがわかる。
これよりある ~x 2 x1x2が存在して
f(x2)  f(x1) = Df(~x)(x2   x1)
が成り立つ。
~Df = Df(~x); ~x 2 x1x2
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とおけば
dL
dt
(x2(t)  x1(t)) = (x2(t)  x1(t))T ( ~DfTY + Y ~Df)(x2(t)  x1(t))
である。前提条件より ~DfTY + Y ~Df は負定値であるから式 (5.11)右辺は負値となる。
(2) 不安定多様体上に二点 x1;x2 2 DL1を取り、
y = x2   x1
とおく。仮定から x1または x2を始点とした時刻 t < 0における解軌道上の点は常に領域
DL1内にあるので (1)より、
L('(t;x2)  '(t;x1)) > L(y)
が任意の t < 0で成り立つ。ここで、x1;x2は不安定多様体上の点であるから、t!  1
で '(t;x2) = '(t;x1) = 0すなわち、
lim
t! 1L('(t;x2)  '(t;x1)) = 0
したがって、0  L(y)となるが、L(y) = 0とするとある時刻 t1 < 0で y1 = '(t;x2)  
'(t;x1)について L(y1) > 0となり、L(y1)について L(y)と同様の議論を行えば矛盾が
生じる。以上より、
L(y) < 0
が示された。
補題 3を用いて、と不安定多様体の交点が 1点のみであることを示す。そのためには
上の相違なる任意の 2点 x1;x2について L(x2   x1) > 0となることを示せばよい。二
次形式の性質より、8x 2 Rn; 8s 2 Rn0について L(x)の符号と L(sx)の符号は一致す
る。これよりx01;x02として 上の点を取れば、x01;x02を結ぶ直線状にL(x1) = L(x2) = 0
を満たす点が存在するのでそれらを x1;x2とすればよい。まず、
L(x2   x1) = (x2   x1)TY (x2   x1)
= xT2 Y x2   xT1 Y x2   xT2 Y x1 + xT1 Y x1
=  2xT1 Y x2
である。また、線分 x1x2上の点 xは
x = sx2 + (1  s)x1; 0  s  1
と表せる。x 2 であるから
L(x) = (sx2 + (1  s)x1)TY (sx2 + (1  s)x1)
= s2xT2 Y x2 + s(1  s)xT1 Y x2 + s(1  s)xT2 Y x1 + (1  s)2xT1 Y x1
= 2s(1  s)xT1 Y x2 < 0
となる。ここで s(1  s) > 0であるから
xT1 Y x2 < 0
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これより
L(x2   x1) > 0
以上より不安定多様体と は一点で交点を持つ。
次に、パラメータを変化させるとそれに応じて不安定多様体と の交点も変化するが、
その変化がパラメータに関して連続となることを以下では示す。
一般に次の定理が成立する [18]。
定理 2 
連続写像 f : Rn  Rm ! Rnが次の条件を満たすとする:
ある有界な閉集合 P  Rmに対して有界な閉集合D  Rnが存在し、任意の p 2 P
に対して f(x^;p) = 0を満たす x^がただ一つ存在する。
このとき、x^は p 2 P に関して連続である。 
(証明)
f のD  P における零点集合を
Z(f) := f(x;p) 2 D  P jf(x;p) = 0g
とする。このとき、f が連続写像なので Z(f)が有界閉集合になることが確かめられる。
次に、任意の p 2 P をとって固定し、pj ! p(j !1)を満たす任意の列 fpjg 2 P を
取る。条件より各 j 2 Nに対して f(x^(pj);pj) = 0を満たす x^(pj) 2 Dが pj に応じて一
意的に存在する。x^の連続性を示すには x^(pj)! x^(p)(j !1)を示せばよい。以下では
xj := x^(pj)と表すことにする。
ここで、fxjg  Dに対してDが有界であることからBolzano-Weierstrassの定理を使
うと収束部分列が取れる。簡単のためその部分列を改めて fxjgと表す。さらに、Dが閉
集合であることより、その極限 x1もDの要素となる。pj ! p(j !1)と合わせて
lim
j!1
(xj ;pj) = (x1;p) 2 D  P
がわかる。任意の jに対してf(xj ;pj) = 0が成り立つので、j !1とするとfの連続性か
らf(x1;p) = 0がわかる。ここで条件からf(x;p = 0)を満たすx 2 Dは x^(p)しかないの
で、x1 = x^(p)でなくてはならない。よって部分列をとるとxj(= x^(pj))! x^(p)(j !1)
であることが示された。部分列の極限は x^(p)の一意に決まるので、全体列 fx^(pj)gが x^(p)
に収束することも確かめられて、x^の連続性が示された。
定理 2においてD = ; P = Dpとして、f = 0を不安定多様体を表現する式と を表
す式を連立させた等式と考えると、と不安定多様体の交点のパラメータに関する連続性
が示される。
5.5.4 P の定め方について
あるR 次元超平面  AとRn ! R への射影 P を考える。以下ではその定め方を説明
する。
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まず、行列A 2 Rnn  を考え、これを用いて超平面  Aを次のように定義する。
 A = fx 2 RnjATx = 0g
そして、 Aへの射影 PAを
PA = I  AAT
とする。ただし、8x 2 L 1(0) \ L+に対して
PAx = PAx
 ) x = x
を満たすようにAを定める。以下ではそのためのAの条件を求める。
まず、
ATY A < 0; (8p 2 Dp) (負定値の意味)
を仮定する。また、x 2 L 1(0) \ L+であるから
(x  x)TY (x  x)  0    ()
となる。
PA(x  x) = (x  x) AAT (x  x)
の左辺は
PA(x  x) = PAx  PAx = 0
となることより
x  x = AAT (x  x)
を得る。これを ()式に代入すると
(x  x)TY (x  x) = (AAT (x  x))TY AAT (x  x)
= (x  x)TAATY AAT (x  x)
= (AT (x  x))TATY A(AT (x  x))  0
となる。一方、ATY Aが負定値であるから、
AT (x  x) = 0
となる。このとき
PA(x  x) = (x  x) AAT (x  x)
= (x  x)
であり、今 PAx = PAxなので
PA(x  x) = 0
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よって
x = x
を得る。以上より、ATY Aが負定値の時
PAx = PAx
 ) x = x; 8x 2 L 1(0) \ L+
となることを示せた。つまり、Aの条件としてATY Aが負定値となることが必要である。こ
のようなAとしてはY の固有ベクトルのうち負の固有値に対応したものをv1;v2; : : : ;vn 
としたときに
A = [v1;v2; : : : ;vn  ]
とすればよい。なお、この固有ベクトルの計算には精度保証を用いる。また、ATY A <
0; (8p 2 Dp)についても精度保証により検証する。
5.5.5 F2の定め方について
検証手順全体をR 次元球上の連続写像とするために、PAの像を  A上のR 次元球上
の点へと対応させる連続写像 F2を考える。まず、中心 c半径 の  A上の球をB   A
とする。この球は任意のパラメータ値に対応する平衡点の  Aへの射影を含むように定め
る。すなわち、平衡点を x(p)、その  Aへの射影を y(p) = PAx(p)としたときに
y(p) 2 B; 8p 2 Dp
となるように定める。また、 A上の点 xと cを結ぶ線分が共通点を持つとき、これを y
とおく。これを用いて F2を
F2 =
(
y; for x =2 B;
x; for x 2 B:
と定義する。これは例えば Aが 2次元の場合は下図のようになる。
図 2:  Aが 2次元の場合の連続写像 F2
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5.6 実際の検証との関係
理論上は写像度は F を S 1に限定した写像 FS に対して検証される。これは 上の不
安定多様体の通過領域X0に対して、その境界の像を L 1(0)に特定する過程を含んでい
る。しかし、実際の検証では計算コストや計算の行いやすさなどの観点から L 1(0)上の
像を特定することはせず、L 1(0)を通過した集合に対して写像度を調べる。以下では一
定の条件のもとで、この方法で確認した写像度が FS の写像度に一致することを示そう。
上に定まる初期点集合X0に関して Y0  X0を
Y0 = fy0 2 @X0g
によって定め、L 1(0)上で構成される集合に対し Y1を
Y1 = fy1jy1 = F1(y0); y0 2 Y0g
によって定める。
実際の検証手順では、8y0からの軌道が L 1(0)を通過し、領域 L+に至る時刻 T^ まで
軌道積分を行う。T^ はパラメータにも y0にも依存しない正数である。ここで、集合 YT を
YT = fyT jyT = '( T^ ;y0);y0 2 Y0g
とおき、写像 F 0を F 0(y0) = yT によって定める。
次に PAを用いて YT を超平面  Aに射影する。精度保証による結果として PA(YT )を
含む集合 [PA(YT )]が得られたとする。これに対し、
(A) [PA(YT )]が PAxを含まないこと
を検証する。
以下、条件 (A)の成立を仮定する。この時十分小さな正数 0 の球 B0 が  A 上に取れ
て、その境界 S0 および内部が PA(YT )と共通点を持たないようにする事ができる。写像
F2において球Bの代わりに球B0 を用いた写像を F 02とし、B0 からB1への同相写像を
01とする。これらより
F 0S = 
0
1  F 02  PA  F 01  0
を構成する。B0 が PA(YT )と共通部分を持たないことから F 0S(S0)  S1となることがわ
かる。同様のことが 0 < 00  0を満たす全ての 00について成立する。したがってホモト
ピーの議論により、F 0S の写像度は 0を任意に小さくとっても変わらないことがわかる。
写像度とホモトピーの扱いについてはこの後の議論で詳細を示す。
さて、条件 (A)より
 FS の写像度と F 0S の写像度が一致すること
が導かれる。以下これを証明する。
F 0S を写像 FS の構造
FS = 1  F2  PA  F1  0
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と比較すると、F 0S は FS において L 1(0)上の集合 Y1を構成した後、各点 y1 = F1(y0)
をそれぞれ '(t;y)が yT = '( T^ ;y0) 2 YT に達するまで積分し、それから PA以下を作
用させる写像とみなすことができる。ここで '(t;y1) = yT となる時刻を T 0とおく。これ
は y0に関して連続であることに注意する。
さて、'(t;y1); T 0  t < 0は Lyapunov関数の性質から常に L+ [ L 1(0)中に存在す
る。したがって  Aの性質から PA('(t;y1)) = PAxとなるのは '(t;y1) = xであると
きに限る。xは平衡点なのでこの事は y1 = xを意味し、これより '(T 0;y1) = xを得
る。これは条件 (A)に反する。よって
(B) T 0  t  0において常に PA('(t;y1)) 6= PAx
が成立する。これより特に PAx =2 PA(Y1)となるので、十分小さな正数 を選べば、球
B の境界及び内部が PA(Y1)と共通点を持たないようにすることができる。このことか
ら FS(S0)  S1となることがわかる。ここで、各 y0 2 Y0に対し
y(h) = '(hT;y1); 0  h  1
と定めると y1 = y(0);yT = y(1)となる。hを固定し、集合 Yh = fy(h)jy0 2 Y0gを考え
る。このとき (B)によって PA(Yh)は平衡点を含まないので、十分小さな正数 (h)を選べ
ばBと同様の球B(h)   Aがとれてその境界及び内部が PA(Yh)と共通点を持たないよ
うにすることができる。これらの (h)は任意に小さく取れるので、閉区間 0  h  1に
ついて共通の正の半径を選ぶことができる。これを とする。このとき F2 = F 02;1 = 01
である。さらに hを固定するごとに写像 Fhを Fh(y1) = yhによって定める。これを用い
て写像 F hS を
F hS = 1  F2  PA  Fh  F1  0
と定義すれば、B(h)が PA(Yh)と共通点を持たないことより F hS (S0)  S1となることが
わかる。このこと、および T 0の連続性より F hS は 0  h  1を止める毎に S0 ! S1の連
続写像となる。定義から
F hS jh=0 = FS ; F hS jh=1 = F 0S
であるから、F hS は FS と F 0S の間のホモトピーであり、FS と F 0S はホモトピックである。
したがってこの二つの写像度は等しい。以上より、実際の検証過程では
 [PA(YT )]について、条件 (A)が満たされていることを確認する
 B0 が [PA(YT )]と共通部分を持たないような 0を選ぶ
 写像 F 0S の写像度を y0を動かすときの F2(PA(yT )) 2 S0 の動きをB0 の境界 S0 で
追うことで確認する。
という手順で行うことにする。
5.7 Brouwerの不動点定理による不安定多様体の捕捉に関する考察
前節までは Brouwerの一致点定理の定理を基にした不安定多様体の捕捉法について論
じてきた。本節では Brouwerの不動点定理を基にした手法についての考察を行う。
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5.3節における議論より、
PA  F1(x) = PAx , xは不安定多様体上の点
であるので
G(x) := PA  F1(x)  PAx
とおくと非線形方程式G(x) = 0の解が不安定多様体上の点となる。
ここで、ある正則な行列H 2 R に対し
T (x) = x HG(x)
という作用素を考える。もし、T (X)  X であれば Brouwerの不動点定理より 9x0が存
在し
x0 = x0  HG(x0), HG(x0) = 0
, G(x0) = 0
, PA  F1(x0) = PAx
が成立する。よって、適切なHを構成することが出来れば非線形方程式に関する精度保証
を応用することで不安定多様体の捕捉を行うことが出来ると考えられる。また、これはホ
モクリニック軌道やヘテロクリニック軌道の存在検証にも使用できることが予想される。
6 数値例
以下では本稿の検証手順を用いて、実際に連続力学系の不安定多様体の捕捉を行いその
有用性を確かめる。
6.1 問題設定
R4で定義される次の連続力学系8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
dx
dt
=  x+ 2y + x2 + z   w
dy
dt
= (2  c)x  y   3x2 + 3
2
xy   z   w
dz
dt
= a( x+ y)  3z
dw
dt
= b(x+ y) + w
(6.1)
を考える。これは明治大学の宮路智行氏が提案した系であり、Sandstedeのモデル [14]を
もとにGlendinning-Laing[15],[16]の方法で拡張することで作られた。また、この系は原
点が平衡点であり、パラメータ (a; b; c)が
a = 5; b  1:116468586; c  0:060394705655
の時に原点へのホモクリニック軌道が存在すると考えられている。
以下ではパラメータ (a; b; c)を
a = 5; b = 1:116468586; c = 0:060394705655
に固定し、このパラメータ値における不安定多様体の捕捉を試みる。
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6.2 Lyapunov関数の設定
式 (6.1)の平衡点 x = (0; 0; 0; 0)T における Lyapunov関数を構成する。平衡点 xに
おける (6.1)式右辺の Jacobi行列Dfは
Df =
0BBB@
 1 2 1  1
1:9396  1  1  1
 5 5  3 0
1:1165 1:1165 0 1
1CCCA
となった。ここで、実際はより長い桁で計算しているが、紙面の都合で少ない桁数で記載
していることを注意しておく。以降も同様である。
また、Dfの固有値を対角成分に並べた行列 は
 =
0BBB@
 2:9848 + 3:1623i 0 0 0
0  2:9848  3:1623i 0 0
0 0 0:98483 + 1:4942i 0
0 0 0 0:98483  1:4942i
1CCCA
であり、各固有値に対応する固有ベクトル v1; : : : ;v4は
v1 =
0BBB@
 0:00045275  0:29008i
0:0023172 + 0:28727i
0:91287
 0:00070289 + 0:00022745i
1CCCA; v2 =
0BBB@
 0:00045275 + 0:29008i
0:0023172  0:28727i
0:91287
 0:00070289  0:00022745i
1CCCA ;
v3 =
0BBB@
 0:0047025 + 0:48837i
 0:0051671 + 0:48365i
 0:0024576  0:0049991i
0:72628
1CCCA; v4 =
0BBB@
 0:0047025  0:48837i
 0:0051671  0:48365i
 0:0024576 + 0:0049991i
0:72628
1CCCA :
となり、これらを並べた行列X は
X = (v1 v2 v3 v4)
となる。これらは近似計算により求めている。固有値実部の符号の数より、安定多様体の
次元の次元と不安定多様体の次元がともに 2であることが確認できる。また、Lyapunov
関数を構成する際の Iは
I =
0BBB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0  1 0
0 0 0  1
1CCCA
となる。これらを用いて Lyapunov候補関数 L(x)として、
L(x) = (x  x)TY (x  x)
= (x  x)TRe(X HIX 1)(x  x)
= xT
0BBB@
0:96152  2:0292 0:0086930  0:0085572
 2:0292 0:98029  0:00039926  0:0057943
0:0086930  0:00039926 0:60001 0:0013527
 0:0085572  0:00579423 0:0013527  0:94798
1CCCAx
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を得る。このL(x)に対して Lyapunov領域の検証を行った。ただし、今回はDL1におい
てのみ議論を行うので、Stage 1に関する検証のみを行った。
その結果、少なくとも
DL1 = fx 2 R4j   1:0 10 5  x  1:0 10 5;   1:0 10 5  y  1:0 10 5
  1:0 10 5  z  1:0 10 5;   1:0 10 5  w  1:0 10 5g
が Lyapunov領域であることが確認できた。
6.3 の設定
力学系の解析ツールである AUTO[17]による解析の結果として、近似ホモクリニック
軌道上の点として
~x =
0BBB@
1:6448 10 09
1:6289 10 09
 1:7060 10 11
6:4714 10 11
1CCCA
が得られた [19]。この点における Lyapunov関数の値は
L(~x) = [ 0:56785 10 17; 0:56784 10 17]
となった。これより、~xは ~x 2 L であり、さらに平衡点に非常に近い点であることが確
認できた。
そこで、この点 ~xを近似的な不安定多様体上の点とし、~xを通過するように  を構成
する。~xの c座標による表現は
~c = X 1 ~x =
0BBB@
2:3112 10 09
1:4594 10 10
 8:8255 10 12
 5:8511 10 12
1CCCA
であり、~2は
~2 = 5:6786 10 18
となった。これより、は下図のような楕円となった。
なお、図の中央付近に描画されている小さな点は、後述する初期点の集合である。
また、
^ = 8:0 10 18
s = 9:0 10 18
として領域Dhを構成したところ、5.5.1節の条件*が満たされることが確認できた。
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図 3: 楕円 
6.4 初期点の設定
不安定多様体が通過する可能性のある領域を設定する。これは不安定多様体の捕捉手順
におけるB(~x; r)に対応する。今回は二次元球B(~x; r)の代わりにそれと同相な次の区間
ベクトルX を用いる。
X =
0BBB@
2:3112 10 09
1:4594 10 10
h 8:8255 10 12; 1:0 10 12i
h 5:8511 10 12; 1:0 10 11i
1CCCA
ここに、
hc; ri
は中心 c、半径 rの区間を表す。
Lyapunov関数 L(x)にX を代入した結果、
L(X) = [ 0:56803 10 17; 0:56767 10 17]
が得られた。これよりX  が確認できる。また、前述したように、図 3に描画されて
いる小さな点がX であるので、これからもX  が確認できる。
6.5 不安定多様体の捕捉
X の境界 @X を細分化し、そのそれぞれを初期値として精度保証を用いて時間逆向き
に軌道計算を行う。
具体的には、まず @X に対して z方向に 100分割、w方向に 100分割することにより
@X = @X1 [ @X2 [ : : : [ @X400
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図 4: 不安定多様体の通過が予想される領域
とした。そして、そのそれぞれを初期値として時刻 t =  7(= ~T )までの軌道計算を精度
保証により行った。すなわち、
[YTi] = '(@Xi; ~T ); (i = 1; : : : ; 400)
を計算した。ここに、
[YT ] = [YT1] [ [YT2] [ : : : [ [YT400]
である。各 [YTi]に対して Lyapunov関数値の計算を行った。その結果として、
L([YTi]) = [YTi]
TY [YTi] > 0
となることを確認した。これより x 2 @X を初期点とした時刻 ~T における軌道は L+に
含まれることとなる。
次に行列 Y の固有値を精度保証付きで計算するとそれぞれ
[Y 1] = [ 1:0593; 1:0592]; [Y 2] = [ 0:94706; 0:94705]
[Y 3] = [0:60001; 0:60002]; [Y 4] = [3:0001; 3:0002]
となり、それに対応する固有ベクトルはそれぞれ次の区間ベクトル
[vY 1] =
0BBB@
[0:70583; 0:70584]
[0:70251; 0:70252]
[ 0:0036030;   0:0036029]
[0:090885; 0:090886]
1CCCA; [vY 2] =
0BBB@
[0:064072; 0:064073]
[0:064464; 0:064465]
[0:00052738; 0:00052739]
[ 0:99587;   0:99586]
1CCCA
[vY 3] =
0BBB@
[0:00062376; 0:00062377]
[0:0043914; 0:0043915]
[0:99998; 0:99999]
[0:00085397; 0:00085398]
1CCCA; [vY 4] =
0BBB@
[ 0:70548;   0:70547]
[0:70873; 0:70874]
[ 0:0026728;   0:0026727]
[0:00048797; 0:00048798]
1CCCA :
に含まれる。実部負の固有値に対応する固有ベクトルを含む区間ベクトル [vY 1]; [vY 2]を
用いて行列 [A]を
[A] = [vY 1;vY 2]
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により定め、これを用いて平面  Aを
 A = fx 2 R4jATx = 0g
により定める。ここで、A 2 [A]は真の固有ベクトル vY 1 2 [vY 1];vY 2 2 [vY 2]を並べて
できる行列である。また、 Aへの射影 PAを
PA = I   [A][A]T
とする。
[A]TY [A]に対し、Lyapunov関数の Stage 1の検証と同様にGershgorinの定理を適用
し、[A]TY [A]が負定値であることを確認した。
各 [YTi]に対して PAを作用させて  Aへの射影を行ったところ、図 5のようになった。
図 5: [F1(x)]の  Aへの射影
ここで、PAによる像 [PA(YT )]が条件
(A) [PA(YT )]が平衡点の射影 PAxを含まない
を満たしていることを区間演算の結果より確認した。またこのことは図 5からも確認で
きる。また、小さな正数 0を考えると [PA(YT )]の内部に中心 PAx、半径 0の二次元球
B0 を取ることができることも明らかである。以上より FS ; F 0S が構成できることが確認
できる。
次に、@Xiの連続写像 F 0S による像を vi、V1; V2; V3を
V1 = v1 [ v2 [ : : : [ v133
V2 = v134 [ v135 [ : : : [ v266
V3 = v267 [ v268 [ : : : [ v400
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として連続写像 F 0S に対して Interval Simplex定理を適用した結果
V1 \ V2 \ V3 = ;
が得られた。
よって F 0S の写像度が 1または 1であり 0でないことが確認できたので、Brouwerの
一致点定理より
F2  PA  F1(x0) = PAx
となる x0 2 X が存在する。これは F2; PAの定義より
F1(x0) = x

を意味し、F1が軌道に沿った L 1(0)までの積分であることより x0は不安定多様体上の
点である。よって、
X =
0BBB@
2:3112 10 09
1:4594 10 10
h 8:8255 10 12; 1:0 10 12i
h 5:8511 10 12; 1:0 10 11i
1CCCA
を不安定多様体が通過することが示された。
7 まとめと今後の課題
一般次元の連続力学系におけるホモクリニック軌道やヘテロクリニック軌道の存在検証
を行う精度保証法の開発に向けて、まずは不安定多様体の捕捉に焦点を絞りその理論の整
備を進めた。また、R4の連続力学系に対して実際に本手法を適用し、不安定多様体の通
過範囲を実際に同定し、本手法の有用性を確かめた。
今後の課題としては、理論の整備をさらに進め、一般次元の力学系のホモクリニック軌
道やヘテロクリニック軌道の検証手順を完成させること、また、その手法を実際の問題に
適用することなどが挙げられる。
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